Circulo de Mohr Capitulo 11

CAPITULO 11

CIRCULO DE MOHR
111 ESFUERZOS EN EL SUELO ESFUERZOS NORMALES Y TANGENCIALES

Notacién:

o = Sigma = Esfuerzo normal o directo a la superficie.
T = Tau = Esfuerzo de cizalladura o cortante a la superficie.
0 > 0= Compresion; o <0 = Traccidn.

T,x = Cortante en la direccién X, sobre el plano Z (el plano Z
es el plano X - ).

0, = Esfuerzo normal y en la direccion Z. Figura 11.1 Esfuerzos en una masa de
suelo

Sobre las caras del cubo existen 9 elementos (fig. 11.1), las
que se pueden escribir asi:

XX Xy Xz
w Oy T, |=0=Tensor general de esfuerzos en R® (11.1)
X sz Jzz

Tomando momentos (esfuerzo, por area, por distancia) para hacer rotar el cubo en torno a un eje central
paralelo al eje Z e igualando a 0 (cero), tenemos que Ty Y Ty, son los dos esfuerzos que pueden hacerlo.

|.Txy *a’ *%J_l.ryx *a’ *%J =0

entonces:
Tey = Tyx (11.2)
9 Reduciendo el problema a dos dimensiones Unicamente, (11.1)
P ( puede escribirse con s6lo 3 componentes y no 4, segun (11.2).
9
”—J-Z- o Ux z—xy
Txd Txy9 = g = Tensor de esfuerzos en R (11.3)
A\ Iy 0,
N LN A
\\B -
0o .1_.' T - X En el plano Z (o X,Y), se dibuja las 4 componentes del esfuerzo.
qx En este caso oy, 0, compresivos. Ty, se ha hecho T,,. Entonces, de
las 4 componentes del esfuerzo, tres son independientes: Las de la
. ecuacion (11.3).
Figura 11.2 Esfuerzos en un plano (11.3)
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Circulo de Mohr Capitulo 11

La ecuacion (11.3) y la ecuacién (11.1) se pueden expresar, para los esfuerzos principales, en R? y R?, asi:

o 0 O
o 0
o= y oc=|0 o, O (11.4)
0 o,
0 0 o

Los tensores expresados en (11.4) suponen una rotacion del sistema, hasta que los cortantes se hagan nulos
(ti; = 0), segln lo visto en la Seccion 10.6.

11.2 ESFUERZOS EN UN PLANO.

El problema es que, conocido el tensor en R?
calcular og y T, siendo 6 el &ngulo del plano con el
eje Y (o del esfuerzo normal al plano, con el eje X).

NOTA: La matriz de cosenos directores en R? es la
del coseno del angulo de (ag, Tg) con (X, Y):

Lo e Tsbret "

 lcosyx cosy'y| |codoP+6)  cosd
Figura 11.3 Esfuerzos en un plano. T, = { coséd sen 9} (115)
-sen@ cos@
Para (11.9)
Considerando el equilibrio estético, la 2F=0 O
ABPyx=0B Oy +OATxy; ABPy=OAOyx+OBTxy (11.6)
Pero OA = AB senf OB = AB cos@ (11.7)
Llevo (11.7) a (11.6) y cancelo AB
Py = Tx c0osB + Txy SenB Py = 0y c0sO + Txy Send (11.8)
Pero a) o, = Py cosB + Py senB b) 1,=Py cosb - Py senb (11.9)

(11.8) en (11.9) O tendiendo en cuenta (11.2) y aplicando la identidad de las formulas 11.17:

Og = Ox COS20 + 21,y 5enB cos + oy sen’® que se transforma

0.+0,) (0,0,
2

O, = cos20 +1,, sen26 (11.10)

To = Tyy (COS°0 - sen’6) — (0, — 0,)send cosO
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Circulo de Mohr Capitulo 11

T, =T,,C0520 - sen 26 (11.11)

o.-0,)
2

Ty

ademas, tg26 = 11.12
-0 o

Por convencion, los esfuerzos principales son o, = 0, = g3. En R? 0, = 0,

g, = ;(ax +0o, )+;[(ax ~o,f+ 4rfy]% (11.13)
g, = ;(ax + ay)—;[(ax ~o,f + 4rfy]% (11.14)

A veces es conveniente el analisis de los ejes X e Y en la direccion de o3, G,, entonces de (10) y (11), cuando

T,y = 0

o, = ;(al +02)+;(0'1 -0,)c0s20 (11.15)
1

T, = _E(Ul -0, )sen 20 (11.16)

(11.10) — (11.11) —(11. 13) — (11.14) — (11.15) y (11.16) se denominan “ECUACIONES PARAMETRICAS”

C0s20 = cos?0 - sen®0 sen28 = 2send coso

IDENTIDAD cos? 6 = 1 (1+cos 26) sen® 6 = 1(1-cos 26)

(11.17)

11.2.1 El plano de maximo esfuerzo de cizalladura: Se encuentra con la ecuacion (11.16); en ella 1q €s
maximo cuando sen 20 =1 = 0=45°
0,0,
Toax = T y 0 =45° (11.18)
11.2.2 Esfuerzo hidrostatico: Cuando o; = 0, = 03 (en R®) y no existe cortante en el material (Tay = Tyz = T
= 0). En este caso sélo existe cambio de volumen, elastico o permanente.
. (0y+a,+03)
11.2.3 Esfuerzo octaédrico: og¢p = ~——5—— (11.19)
11.2.4 Esfuerzo desviador o’: Sobre un esfuerzo es del tipo hidrostatico, puede darse un esfuerzo adicional
normal y en una direccién, llamado esfuerzo desviatorio o’, que para la direccidn 1 es:

0'1=01—E=0'1—(01+02 +03)

3
0_.1: (201 -0, _03)
3
— 202 -0, 04
2 3




Circulo de Mohr Capitulo 11

igualmente: (11.20)

NOTA: El octaédrico es un invariante

11.3 CIRCULO DE MOHR (Estado bidimensional, R?)

Vonto A de coordenadsr /A(/a, Zo) M

Fiaura 11.4 Circulo de Mohr.

Consideremos el estado de esfuerzos en el PLANO PRINCIPAL de gs, plano en el que actian los esfuerzos
principales o, y 03 ver Seccion 10.6. Asumamos o > 0 en compresion y T > 0 en direccién retrograda. El

esfuerzo desviador es la magnitud o; — g3, diametro del CIRCULO DE MOHR, cuyo centro es ("1+”3)2 , con
ordenada T = 0 en el plano considerado y que definimos como plano g, Te.

Dada la magnitud y direccion de oy y a3 se pueden calcular los esfuerzos normal gg y tangencial Tg, €n
cualquier PLANO ab con direccién 6 medida en sentido retrogrado a partir de g, asi:

o, +0, 0,-0

0, =0,c08"@+0,sen’ @ = 12 3+ 12 % cos26 (11.21)
0,-0

1, = (0, —0,)senBcos = —%sen 26 (11.22)

Comparando (11.21) y (11.22) con las ecuaciones (11.10), (11.11), (11.15) y (11.16), vemos que se ha tomado
03 por 0y, para asociarlas al circulo de Mohr.

Entonces, EL CIRUCLO DE MOHR tiene por circunferencia el lugar geométrico de puntos, como A, que
representan los esfuerzos sobre un plano, cuya normal forma un angulo 6 con la direccion del esfuerzo
principal mayor o;. El punto A representa al plano ab.
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POLO. La nocion de polo es de gran utilidad para
las construcciones graficas del CIRCULO DE

Te
MOHR. 4
El polo es un punto del circulo de Mohr designado (ﬂs
por P, con la siguiente propiedad Unica: una linea v'
trazada a partir del polo paralela a un plano dado en 0 1/ ze MM

cuyas coordenadas corresponden a las componentes
oy T del esfuerzo en ese plano.

ﬁ
el suelo, cortard el circulo de Mohr en un punto , N c g

En consecuencia, existe una relacion entre: i /\\
a __n- a x\\
1. El estado de esfuerzos en cualquier plano. V, f //
| = \
2. Ladireccién de dicho plano del suelo. —_— 5("‘

MTax
% / 1

(%;n),a >0 5 t VC‘/!O'gmdo -6

3. Laposicion del polo en el circulo de Mohr.

Figura 11.5 Circulo de Mohr

Ejemplol11.1:
El punto H tiene coordenadas (o, -T,x) que definen el estado de esfuerzos en cb, por lo que, al trazar por H la
linea HP, paralela a cb, obtengo el polo P.

El punto K tiene coordenadas (o,, T,) que definen el estado de esfuerzos en ac, por lo que al trazar por K la
linea KP, paralela a ac, obtengo el polo P.

Ambos puntos P son el mismo; sélo existe un polo P Unico en el circulo de Mohr.

En consecuencia, al trazar por P una linea PA, paralela a ab, obtengo el punto A, cuyas coordenadas son Og;
Tg (@mbos positivos).

El 4ngulo a que hace ag con la resultante de oy Y T, €s el angulo AON.
Los esfuerzos o; y ;3 5o0n OM y ON. Tpaximo €5 CS = (”1'”3%.

El angulo 0, es diferente al &ngulo a y vale la mitad del arco ASM

El esfuerzo resultante ab esta dado por m

El Tmaximo €S €l radio del circulo de Mohr y este esfuerzo tangencial se produce en planos que forman 45° con
el esfuerzo normal mayor oj.
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Si el estado de ESFUERZOS es GEOSTATICO, 10s T estaran sobre planos que hacen 45° con el horizonte
y la magnitud de T, dependera de K, el COEFICIENTE DE PRESION DE TIERRAS

K=1=r7_ =0 donde K =n
Si o,

Si K#l=>7,, = JZV (k -1)

Ejercicios 11.2 Para las figuras | y Il dadas, obtenga los esfuerzos en el plano mn.

Solucion gréfica (Paraly Il)

1) 0,=4% . 03229,

2) dibujo el circulo de Mohr.

a l a' n
30°
/
m ;} )

ZKyfem* T
4) Por 2,0 trazo BP paralela al plano sobre el

cual actla el esfuerz0 20=>0=2; 1=0 i ‘59 R c .
S ~./ 60
OL 1))19\ .
5) Obtengo el polo P donde la paralela BP .. B\ . (4 m. ”
corta el circulo. Y B N 248 /fem

R T O] Kj/m!-
6) Por P trazo el plano PA paralelo a “mn” — 2 ~ a
para obtener el punto A. —_ —

3) Tnx=R =(01-09)2=1%9

N

7) Leemos las coordenadas de A, punto que representa al plano mn, esto es:

Caso |  0g=2,5 K%mz : 19 =-0,87 K%mz 6 =120°
Casoll  : gy=35%9 ; 16=0,87 "9/, 6=230°

Otra solucion: Los pasos 1, 2 y 3 iguales, lo mismo los pasos 6 y 7. El paso 4 puede ser: Por 4,0 trazo CP
paralela al plano sobre el cual actla el esfuerzo 4,0. El paso 5, obtener con CP el polo P y listo.
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Ejercicio 11.3. Obtener gréfica y analiticamente oy, 0, y 0 de la figura:

+2
y
+r‘\/\-\}/%o° R=(% -1)
*‘//‘:.\,\/K\fq o Y B>(2,4)
B ‘2K em

Solucién gréfica.

1) Sitdo en el plano los puntos A(4, -1) y B(2, 1), que son las caras A 'y B. Los signos, ¢ > 0 en compresion
y T > 0 en sentido retrégrado.

2) El diametro y el radio, graficamente son definibles, a partir de Ay B.

3) Por A, trazo AP paralela a la cara A, para obtener el polo P. (Este paso también puede ser: Por B trazo
BP paralela a la cara B).

4) Uno Po; y Pos. Estas son dos rectas paralelas a los
planos principales sobre los que actlan o, y o3, de o5 A
magnitudes ya conocidas. - =

5) Enelcirculo ya se lee PCog =20y Po,0, =0 M@ Se

6) Dibujo el elemento de suelo, con 6, g;, 0, de acuerdo al

f H (]
circulo de Mohr obtenido. /;Kél/‘/ ol D
/q”\) 3t cn)

Solucion analitica

Con las ecuaciones 11.12, 11.13, 11.14, tenemos:

1 - 21, 1 -2(-1)
6'="art Y vl=Zart = +22°30' *
e et §

o,—0, 2 (4-2)
o, ;(a +a —[a -0 ) +4rxy]y > (4+2)+ 1[4 2) +4(1)] =4,41%/ ,
o, :;(aX +ay) ;[(a -0 ) +4rxy]y > (4+2)- 1[4 2)° +4(1)? ] = 4,415/ , =159/,

(*) Como el angulo 6 real es el que hace o, con el horizonte, entonces
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8030° + 0 = 30° + (+22° ¥5) = 52° ¥

Ejercicio 11.4. Se tiene una carga de 25 Ton/m?
uniformemente epartida sobre una superficie circular de 30m
de radio. Para una profundidad Z = 30m bajo el borde de la
superficie cargada calcular el Aoy, y las direcciones de Ao, y
Ao,. Para oy, 01 y 03 (Abacos Figuras 10.14 y 10.17)

Solucioén: Se dibuja el circulo de Mohr con los Ag, y con
una horizontal por Ao, localizo el polo P.

a)

b)

Abacos: 2/ =1y %/ =1: (abacos Il de LAMBE
Figura 10.17)

Ao Ao Ao, —-Ao
L =0,44; 3 =0,04; —1 —"%=0,40
q q q
(borde del tanque y Z =)
Acy = 0,440 =0,44(25) =117/, incremento en o,
Ac,=0,049=0,04(25) =17/, incremento en o,

Abaco Foster — Ahlvin (donde R es X)

Z X
£ 2 =1-1,=033
r r
Aoy =q lo=25(0,33)=8,25T)/ incremento en oy

Como Ao, < Ao < Aag; existe cortante T sobre el plano horizontal.

Construccion del circulo de Mohr:

Con Ac; = Aoy = 8,25 obtengo VV’

(borde del tanque y Z =)

(para borde del tanque yZ =)

) Tonf 81s Teo/m*
ij’(_‘l_,-ﬂz 1° 73'%
#8L
l@ ath 35 Tonfa
&3¢0
X 4
A 4
% H R sl
11-1 11+1
R=—=5§5 = =
2 2
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Por la simetria del circulo, existen dos puntos con diferente T. Escojo V con T <0.
Con VP|| horizonte, obtengo P (polo).
Con PH O al horizonte obtengo H. Se lee Ac, = 3,6; At =45

Uniendo P con Ay B obtengo los planos principales. El angulo 6, de V; con X:
o; actlia sobre el plano BP. Luego 6 = dngulo BAP = ar tg[45/(3,6_110)] =-60°
Ejercicio 11.5. Con la figura, las cargas normales aplicadas en las caras de un cubo de suelo son F; =45 Kgy

F, = 30 Kg; las cargas cortantes son F; = F, = 10 Kg. La arista de suelo es de 40 mm. Construya el circulo
de Mohr de los esfuerzos totales y obtenga los planos y esfuerzos.

oo — Solucién
v . ' Se definen los
ejes Xy Zdela
T’}O figuray se
tienen como
( . . base la
———t j —3  — direccion de F,
Fs, Fs, Fa.
g Luego se
calculan
100 o, ="9, =1839KY/,

o, ="9, =2759%V/, yel cortante T,, =T, = "% =6113KY/ .. 1,, <0 por el sentido negativo y T
x> 0 por el sentido retrogrado.

El polo P se localiza desde (0;; T.) Y el plano principal mayor genera 8 = 26° con X.

Ejercicio 11.6. Partiendo de los esfuerzos totales del cubo del ejercicio anterior, y conociendo que la presion
de poros es U =50 K%z , construya el circulo

de Mohr de los esfuerzos efectivos. Dibuje el
polo en el nuevo circulo, de esfuerzos
efectivos, y dibuje los cubos sobre cuales caen
los esfuerzos efectivos normales y cortantes.

Solucioén: El agua no tiene resistencia al corte.
T =T =613 V7, .

Ademds, 00’ =U =50 K%z .
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P’ se desplaza hacia atraz 50 K%z .

0’y = 0,—U=183,9-50=1339 KV/,
0’,=0,-U=2759-50=2259 KV/,
0’y =0y - U =306-50 =256 </,
0’3 =03 - U =154-50 =104 KV,

Nota: Se obvia el calculo con formula

Ejercicio 11.7. Para la figura, la ecuacion de esfuerzos principales esta dada por g, = %(a +5sen a)

g, = %(a —Ssen a) y la direccion de o; bisecta el angulo a. Calcule o, (horizontal), el o, (vertical) y Ty,
en el punto A (x=0,75B; y=B/2)

0- T_‘_ﬂ‘) (ver expresiones 10.11, para fajas con carga

uniforme
0 Z}DQ ?

R:,Y::éﬁ‘), a+9J =arctg ;/-art925 68°,20

:0‘2“54 0= arctg /

=arctg0,5 = 26°,57

a =68°20 - 26°,57 =41°,63
T« 0. 2449 O+92=26°57+12=47°38=0

N e 21\@

(0,7267 +sen 41°,63) = 0,4428q

(0,7267 —sen 41°,63) = 0,0198q

Con o y o3 se dibuja el circulo, con centro en O = 0,2313q y radio R = 0,2115q.

Como la direccion de o; bisecta el angulo a, entonces A =9 +95 = 47°,38.

Con 6, graficamente obtengo el polo P. Por P trazo PA horizontal y
obtengo el plano sobre el cual actla el esfuerzo vertical pedido; este

F ‘
es A(0y; -Tyy). :‘A :/‘:RebbA
\ ) x

)
oW AL
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Circulo de Mohr Capitulo 11
Para calcular A, calculo B = 3 =180° - 26 = 180° - 94°,77 = 85°,23
o, to
o, =— > Y —Rcos 8 =0,2313q -0,0176q = 0,2137q
0,+0,
o, = > + Rcos £ =0,2313q +0,0176qg = 0,2489q
1,, =R%sen 8=0,2115q*sen85°23 = 0,2108q
Ejercicio 11.8. Dado el plano B con los esfuerzos oy, 0y, Txy en T Kie
KPa (150, 50 y 50); calcular 6, el polo, a1, 0, y su orientacion. Ty:150
6= 1arctg R 1arctg(250j =22°5 Z U
2 o,-oy) 2 50 ~150 BNy
Férmula 11.12 P TYr Y‘(y;) S
Oy +0y A} ¥ / \‘QZ‘ :
o, =——+R=100+70,7 =170,7KPa ! R=5002
2 2ty T loo 4
o, to Fal
g, = TV -R =100-70,7 = 29,3KPa
ESTADOS ESPECIALES DE ESFUERZOS
Traccién y compresion
T ( ( Compresion triaxial (A iguales
‘ %03,/ V/ simple, 0, =0,=0,T=0 Tmar 0,=0 o,=-0y

(w Tmax = Ox

a Ty, = T = Gxf2

Compresion biaxial igual
Ox=0yperoag, =0
qg Tmax = Ox/2 = 0y/2

@ R

Cortante puro y plano
0,=0
Tyy = Ox = Oy

Traccion simple
o<0peroo,=0,=0
Tmax = Ox/2

Traccion con presion n
lateral
Oy =0, =- 0y

Tmax = Txy =Ty,

Tmax

&

Figura 11.6 Estados especiales de esfuerzos

139




Circulo de Mohr

Capitulo 11

a) Estado triaxial, 0, > 0,>03>0 p Estado triaxial, o, > 0, = 0> 03

73 ¢!
{  Tmaw @,Jz 4 ...
( a‘ ‘f’ ﬂ»\f

ST/ = AN S Sy

I;“ 2
¢) Suelo cohesivo (arcilla) o =0 + U d) Suelo friccionante (arena) c=0" + U

e JErgenh | Tofele
}c & \& "

7 7
P "

e) Plano de falla F: (U =0)

o r F 123 T=C'+7 fong
’ b ’
(-4
\f e 3 ARG
02-‘ 7;' = Paralela al plano de falla

f/‘nb éL
\ (A
f) El origen de los planos es el polo P

g) Envolvente de debilitamiento (roca)
A = Traccion uniaxial

% B = Compresion uniaxial
T, b o C = Compresion triaxial
e , “co 4 < g'c
Y

LK

TR
+o° —5]: ' /
{.-4- Tonev :;‘_qﬁ'L" Compresion
G ' v ceres

Figura 11.7 Otros estados y situaciones de interés.
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11.4 DIAGRAMA p - q:

Para dibujar una trayectoria de esfuerzos, de un ensayo, no es facil el dibujar una sucesion de circulos de
Mohr, por lo que la literatura moderna utiliza los diagramas p — q, donde cada circulo tiene un punto de
coordenadas (p, q), cuya sucesion da la TRAYECTORIA DE ESFUERZOS.

g, to,

Si p=
1P 2

= T Puedo dibujar las siguientes trayectorias:

Con O: 0, =0,
Luego : o, =cte.
g,=0, *tnAc

]

i=1 2,3 4
Figura 11.8. | Trayectorias de esfuerzos.
N1 _ ke In -1
-5 Gk —3 ¢ N -y carcts Loke
r 7 (G =ct 2 & (‘H'“
VY

A ol X et
feV3 htv

V:ﬂf; »F : = P:— =

Figura 11.9 Trayectorias de esfuerzos

Regresar a Contenido
del libroMd S

141




